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Re´sume´
On conside`re M une varie´te´ diffe´rentielle, A une alge`bre locale au
sens d’Andre´ Weil, MA la varie´te´ des points proches de M d’espe`ce A et
X(MA) le module des champs de vecteurs sur MA. On donne une nouvelle
de´finition des champs de vecteurs surMA et on montre que X(MA) est une
alge`bre de Lie sur A. On e´tudie la cohomologie des A-formes diffe´rentielles.
Summary : Let M be a smooth manifold, A a local algebra in sense of
Andre´ Weil, MA the manifold of near points on M of kind A and X(MA)
the module of vector fields on MA. We give a new definition of vector
fields on MA and we show that X(MA) is a Lie algebra over A. We study
the cohomology of A-differential forms.
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A-formes diffe´rentielles.
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1 Introduction
On conside`re une varie´te´ lisseM , A une alge`bre locale (au sens d’Andre´ Weil)
et MA la varie´te´ des points proches de M d’espe`ce A [7]. Lorsque la varie´te´M
est de dimension n, alors MA est une varie´te´ lisse de dimension n · dim(A).
On note C∞(M) l’alge`bre des fonctions de classe C∞ sur M , X(M) le
C∞(M)-module des champs de vecteurs sur M .
Lorsque M et N sont deux varie´te´s lisses et lorsque
h :M −→ N
est une application diffe´rentiable de classe C∞, alors l’application
hA :MA −→ NA, ξ 7−→ hA(ξ),
1
telle que, pour tout ϕ ∈ C∞(N),
[
hA(ξ)
]
(ϕ) = ξ(ϕ ◦ h)
est diffe´rentiable de classe C∞. Lorsque h est un diffe´omorphisme, il en est de
meˆme de hA.
L’ensemble, C∞(MA, A), des fonctions de classe C∞ sur MA a` valeurs dans
A, est une A-alge`bre commutative unitaire.
En identifiant RA a` A, pour f ∈ C∞(M), l’application
fA :MA −→ A, ξ 7−→ ξ(f),
est de classe C∞. De plus l’application
C∞(M) −→ C∞(MA, A), f 7−→ fA,
est un homomorphisme injectif d’alge`bres. Ainsi, on a :
(f + g)A = fA + gA
(λ · f)A = λ · fA
(f · g)A = fA · gA
avec λ ∈ R, f et g appartenant a` C∞(M).
Lorsque (aα)α=1,2,...,dim(A) est une base de A et lorsque (a
∗
α)α=1,2,...,dim(A)
est la base duale de la base (aα)α=1,2,...,dim(A), l’application
σ : C∞(MA, A) −→ A⊗ C∞(MA), ϕ 7−→
dim(A)∑
α=1
aα ⊗ (a
∗
α ◦ ϕ),
est un isomorphisme de A-alge`bres. Cet isomorphisme ne de´pend e´videmment
pas de la base choisie. L’application
γ : C∞(M) −→ A⊗ C∞(MA), f 7−→ σ(fA),
est un morphisme d’alge`bres.
Dans toute la suite M est une varie´te´ lisse paracompacte de dimension n.
Lorsque (U,ϕ) est une carte locale de M de syste`me de coordonne´es locales
(x1, x2, ..., xn), l’application
UA −→ An, ξ 7−→ (ξ(x1), ξ(x2), ..., ξ(xn)),
est une bijection de UA sur un ouvert de An. On ve´rifie queMA est une A-varie´te´
de dimension n.
L’ensemble, X(MA), des champs de vecteurs surMA est a` la fois un C∞(MA)-
module et un A- module. Ce qui signifie que X(MA) est un C∞(MA, A)-module.
Dans ce travail, on e´tudie la structure de C∞(MA, A)-module de X(MA).
De cette nouvelle approche, on construit une structure de A-alge`bre de Lie sur
X(MA), on de´finit les A-formes diffe´rentielles et on en e´tudie la cohomologie.
2
2 Structure de A-alge`bre de Lie sur X(MA)
2.1 Vecteurs tangents sur MA
Pour ξ ∈MA, on note TξM
A l’espace tangent en ξ ∈MA etDerξ [C
∞(M), A]
l’ensemble des ξ-de´rivations de C∞(M) dans A c’est-a`-dire l’ensemble des ap-
plications R-line´aires
v : C∞(M) −→ A
telles que, pour f et g appartenant a` C∞(M),
v(fg) = v(f) · ξ(g) + ξ(f) · v(g)
i.e.
v(fg) = v(f) · gA(ξ) + fA(ξ) · v(g).
Proposition 1 [2],[3]L’application
TξM
A = Derξ
[
C∞(MA),R
]
−→ Derξ [C
∞(M), A] , v 7−→ (idA ⊗ v) ◦ γ,
est un isomorphisme d’espaces vectoriels .
Cet isomorphisme permet de transporter sur TξM
A la structure de A-module
du A-module Derξ [C
∞(M), A].
Ainsi :
Corollaire 2 Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
1/ v est un vecteur tangent en ξ ∈MA ;
2/ v est une application R-line´aire de C∞(M) dans A telle que, pour f et g
appartenant a` C∞(M),
v(fg) = v(f) · gA(ξ) + fA(ξ) · v(g).
Lorsque ξ ∈MA, l’application
ξ˜ : C∞(MA, A) −→ A,ϕ 7−→ ϕ(ξ),
est un homomorphisme d’alge`bres. On note Der
ξ˜
[
C∞(MA, A), A
]
le A-module
des ξ˜-de´rivations de C∞(MA, A) dans A c’est-a`-dire l’ensemble des applications
R-line´aires
w : C∞(MA, A) −→ A
telles que, pour ϕ et ψ appartenant a` C∞(MA, A),
w(ϕ · ψ) = w(ϕ) · ξ˜(ψ) + ξ˜(ϕ) · w(ψ).
On de´duit le the´ore`me suivant :
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The´ore`me 3 Si
v : C∞(M) −→ A
est un vecteur tangent en ξ ∈MA, alors il existe une ξ˜-de´rivation et une seule
v˜ : C∞(MA, A) −→ A
telle que :
1/ v˜ est A-line´aire ;
2/ v˜
[
C∞(MA)
]
⊂ R ;
3/ v˜(fA) = v(f) pour tout f ∈ C∞(M).
De´monstration: Soit
v : C∞(M) −→ A
un vecteur tangent en ξ ∈MA et soit
v : C∞(MA) −→ R
l’unique de´rivation telle que
(idA ⊗ v) ◦ γ = v.
L’application
v˜ = (idA ⊗ v) ◦ σ : C
∞(MA, A) −→ A
re´pond a` la question.
2.2 Champs de vecteurs sur MA
On noteDerγ
[
C∞(M), A⊗ C∞(MA)
]
le A⊗C∞(MA)-module des γ-de´riva-
tions de C∞(M) dans A⊗C∞(MA) i.e. l’ensemble des applications R-line´aires
ϕ : C∞(M) −→ A⊗ C∞(MA)
telles que, pour f et g appartenant a` C∞(M),
ϕ(fg) = ϕ(f) · γ(g) + γ(f) · ϕ(g).
Une de´rivation de C∞(M) dans C∞(MA, A) est une application R- line´aire
Y : C∞(M) −→ C∞(MA, A)
telle que, pour f et g appartenant a` C∞(M),
Y (fg) = Y (f) · gA + fA · Y (g).
Ainsi une de´rivation de C∞(M) dans C∞(MA, A) est une de´rivation par rapport
a` l’homomorphisme
C∞(M) −→ C∞(MA, A), f 7−→ fA.
Il s’ensuit que l’ensemble,Der
[
C∞(M), C∞(MA, A)
]
, des de´rivations de C∞(M)
dans C∞(MA, A) est un C∞(MA, A)-module.
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Proposition 4 [2],[3]L’application
Der
[
C∞(MA)
]
−→ Derγ
[
C∞(M), A⊗ C∞(MA)
]
, X 7−→ (idA ⊗X) ◦ γ,
est un isomorphisme de C∞(MA)-modules.
Il s’ensuit :
Corollaire 5 L’application
Der
[
C∞(MA)
]
−→ Der
[
C∞(M), C∞(MA, A)
]
, X 7−→ σ−1 ◦ (idA ⊗X) ◦ γ,
est un isomorphisme de C∞(MA)-modules.
Cet isomorphisme permet de transporter sur Der
[
C∞(MA)
]
la structure de
C∞(MA, A)-module de Der
[
C∞(M), C∞(MA, A)
]
.
Ainsi :
Corollaire 6 Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
1/ Un champ de vecteurs sur MA est une section diffe´rentiable du fibre´
tangent (TMA, piMA ,M
A) ;
2/ Un champ de vecteurs sur MA est une de´rivation de C∞(MA) ;
3/ Un champ de vecteurs surMA est une de´rivation de C∞(M) dans C∞(MA, A).
On de´duit le the´ore`me suivant :
The´ore`me 7 Si X est un champ de vecteurs surMA conside´re´ comme de´rivation
de C∞(M) dans C∞(MA, A), alors il existe une de´rivation et une seule
X˜ : C∞(MA, A) −→ C∞(MA, A)
telle que
1/ X˜ est A-line´aire ;
2/ X˜
[
C∞(MA)
]
⊂ C∞(MA) ;
3/ X˜(fA) = X(f) pour tout f ∈ C∞(M).
De´monstration: Si X est un champ de vecteurs sur MA conside´re´ comme
de´rivation de C∞(M) dans C∞(MA, A) et si
X : C∞(MA) −→ C∞(MA)
est l’unique de´rivation telle que
σ−1 ◦ (idA ⊗X) ◦ γ = X ,
alors l’application
X˜ = σ−1 ◦ (idA ⊗X) ◦ σ : C
∞(MA, A) −→ C∞(MA, A)
re´pond a` la question.
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Remarque 8 SiX est un champ de vecteurs surMA conside´re´ comme de´rivation
de C∞(M) dans C∞(MA, A), alors X˜ s’annule sur A.
Proposition 9 Si µ : A −→ A est un endomorphisme, f ∈ C∞(M) et X :
C∞(M) −→ C∞(MA, A) un champ de vecteurs sur MA, alors
X˜(µ ◦ fA) = µ ◦X(f).
De´monstration: De X˜(fA) = X(f), on a
X˜

dim(A)∑
α=1
(a∗α ◦ f
A) · aα

 =
dim(A)∑
α=1
(a∗α ◦X(f) · aα.
Ce qui donne
dim(A)∑
α=1
X˜(a∗α ◦ f
A) · aα =
dim(A)∑
α=1
(a∗α ◦X(f) · aα.
Ainsi X˜(a∗α ◦ f
A) = (a∗α ◦X(f) pour tout (a
∗
α)i=1,2,...,dim(A).Comme
µ ◦ fA =
dim(A)∑
α=1
(a∗α ◦ f
A) · µ(aα),
on de´duit que
X˜(µ ◦ fA) =
dim(A)∑
α=1
X˜(a∗α ◦ f
A) · µ(aα)
=
dim(A)∑
α=1
(a∗α ◦X(f) · µ(aα)
= µ ◦X(f).
D’ou` l’assertion.
The´ore`me 10 Si X et Y sont deux champs de vecteurs sur MA conside´re´s
comme de´rivations de C∞(M) dans C∞(MA, A), alors le crochet
[X,Y ] = X˜ ◦ Y − Y˜ ◦X : C∞(M) −→ C∞(MA, A)
est un champ de vecteurs sur MA.
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De´monstration: L’application est manifestement R-line´aire. Pour f et g
appartenant a` C∞(M), on a
[X,Y ] (fg) = X˜ [Y (fg)]− Y˜ [X(fg)]
= X˜
[
Y (f) · gA + fA · Y (g))
]
−Y˜
[
X(f) · gA + fA ·X(g)
]
= X˜ [Y (f)] · gA + Y (f) · X˜(gA) + X˜(fA) · Y (g) + fA · X˜ [Y (g)]
−Y˜ [X(f)] · gA −X(f) · Y˜ (gA)− Y˜ (fA) ·X(g)− fA · Y˜ [X(g)]
= X˜ [Y (f)] · gA + Y (f) ·X(g) +X(f) · Y (g) + fA · X˜ [Y (g)]
−Y˜ [X(f)] · gA −X(f) · Y (g)− Y (f) ·X(g)− fA · Y˜ [X(g)]
= (X˜ [Y (f)]− Y˜ [X(f)]) · gA + fA · (X˜ [Y (g)]− Y˜ [X(g)])
= (X˜ ◦ Y − Y˜ ◦X)(f) · gA + fA · (X˜ ◦ Y − Y˜ ◦X)(g)
= [X,Y ] (f) · gA + fA · [X,Y ] (g).
D’ou` l’assertion.
Proposition 11 Si X et Y sont deux champs de vecteurs sur MA conside´re´s
comme de´rivations de C∞(M) dans C∞(MA, A) et si ϕ ∈ C∞(MA, A), alors
[
X˜, Y˜
]
= [˜X,Y ]
et
ϕ˜ ·X = ϕ · X˜.
De´monstration: Pour f ∈ C∞(M), on a
[
X˜, Y˜
]
(fA) = X˜
[
Y˜ (fA)
]
− Y˜
[
X˜(fA)
]
= X˜ [Y (f)]− Y˜ [X(f)]
= (X˜ ◦ Y − Y˜ ◦X)(f)
= [X,Y ] (f).
Comme [˜X,Y ] est l’unique de´rivation de C∞(MA, A) telle que [˜X,Y ](fA) =
[X,Y ] (f) pour tout f ∈ C∞(M), on de´duit que
[
X˜, Y˜
]
= [˜X,Y ].
De meˆme
(ϕ · X˜)(fA) = ϕ · (X˜)(fA)
= ϕ ·X(f)
= (ϕ ·X)(f).
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Comme ϕ˜ ·X est l’unique de´rivation de C∞(MA, A) telle que ( ϕ˜ ·X)(fA) =
(ϕ ·X)(f) pour tout f ∈ C∞(M), on de´duit que
ϕ˜ ·X = ϕ · X˜.
D’ou` les deux assertions.
Proposition 12 Si ϕ ∈ C∞(MA, A), si X et Y sont deux champs de vecteurs
sur MA conside´re´s comme de´rivations de C∞(M) dans C∞(MA, A), alors
[X,ϕ · Y ] = X˜(ϕ) · Y + ϕ · [X,Y ] .
La de´monstration ne pre´sente aucune difficulte´.
The´ore`me 13 L’application
X(MA)× X(MA) −→ X(MA), (X,Y ) 7−→ [X,Y ] ,
est A-biline´aire alterne´e et de´finit une structure de A-alge`bre de Lie sur X(MA).
De´monstration: Lorsque X est un champ de vecteurs sur MA conside´re´
comme de´rivation de C∞(M) dans C∞(MA, A) et lorsque a ∈ A, on a
[X, a · Y ] = X˜(a) · Y + a · [X,Y ] .
Comme X˜ s’annule sur A, il s’ensuit que l’application
X(MA)× X(MA) −→ X(MA), (X,Y ) 7−→ [X,Y ]
est A-biline´aire alterne´e.
Pour tous champs de vecteursX , Y , Z surMA conside´re´s comme de´rivations
de C∞(M) dans C∞(MA, A), on a :
[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X ]] + [Z, [X,Y ]]
= X˜ ◦ [Y, Z]− [˜Y, Z] ◦X
+Y˜ ◦ [Z,X ]− [˜Z,X ] ◦ Y
+Z˜ ◦ [X,Y ]− [˜X,Y ] ◦ Z
= X˜ ◦ (Y˜ ◦ Z − Z˜ ◦ Y )−
[
Y˜ , Z˜
]
◦X
+Y˜ ◦ (Z˜ ◦X − X˜ ◦ Z)−
[
Z˜, X˜
]
◦ Y
+Z˜ ◦ (X˜ ◦ Y − Y˜ ◦X)−
[
X˜, Y˜
]
◦ Z
= X˜ ◦ Y˜ ◦ Z − X˜ ◦ Z˜ ◦ Y − Y˜ ◦ Z˜ ◦X + Z˜ ◦ Y˜ ◦X
+Y˜ ◦ Z˜ ◦X − Y˜ ◦ X˜ ◦ Z − Z˜ ◦ X˜ ◦ Y + X˜ ◦ Z˜ ◦ Y
+Z˜ ◦ X˜ ◦ Y − Z˜ ◦ Y˜ ◦X − X˜ ◦ Y˜ ◦ Z + Y˜ ◦ X˜ ◦ Z
= 0.
D’ou` l’assertion.
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Remarque 14 En conside´rant X(MA) uniquement comme module sur C∞(MA),
X(MA) ne peut eˆtre une alge`bre de Lie sur A.
Corollaire 15 L’application
X(MA) −→ Der
[
C∞(MA, A)
]
, X 7−→ X˜,
est a` la fois un morphisme de C∞(MA, A)-modules et un morphisme de A-
alge`bres de Lie.
2.2.1 Prolongements a` MA des champs de vecteurs sur M
Proposition 16 Si
θ : C∞(M) −→ C∞(M)
est un champ de vecteurs sur M , alors l’application
θA : C∞(M) −→ C∞(MA, A), f 7−→ [θ(f)]
A
,
est un champ de vecteurs sur MA.
De´monstration: L’application θA est manifestement R-line´aire. Pour f et
g appartenant a` C∞(M), on a :
θA(fg) = [θ(fg)]
A
= [θ(f) · g + f · θ(g)]A
= [θ(f)]
A
· gA + fA · [θ(g)]
A
= θA(f) · gA + fA · θA(g).
Ainsi θA est un champ de vecteurs sur MA.
On dit que le champ de vecteurs θA est le prolongement a` MA du champ de
vecteurs θ sur M .
Proposition 17 Si θ, θ1 et θ2 sont des champs de vecteurs sur M et si f ∈
C∞(M), alors
(θ1 + θ2)
A = θA1 + θ
A
2 ;
(f · θ)A = fA · θA ;
˜(f · θ)A = fA · θ˜A ;[
θA1 , θ
A
2
]
= [θ1, θ2]
A
.
et l’application
X(M) −→ Der
[
C∞(MA, A)
]
, θ 7−→ θ˜A,
est un homomorphisme d’alge`bres de Lie re´elles.
La de´monstration ne pre´sente aucune difficulte´.
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2.2.2 Champs de vecteurs sur MA provenant des de´rivations de A
Proposition 18 Si d est une de´rivation de A, alors l’application
d∗ : C∞(M) −→ C∞(MA, A), f 7−→ (−d) ◦ fA,
est un champ de vecteurs sur MA.
De´monstration: On ve´rifie que l’application d∗ est R-line´aire. Pour f et g
appartenant a` C∞(M) et pour ξ ∈MA, on a :
d∗(fg)(ξ) = (−d) ◦ (fg)A(ξ)
= (−d) ◦ (fA · gA)(ξ)
= (−d)
[
fA(ξ) · gA(ξ)
]
= (−d)
[
fA(ξ)
]
· gA(ξ) + fA(ξ) · (−d)
[
gA(ξ)
]
=
[
(−d) ◦ fA
]
(ξ) · gA(ξ) + fA(ξ) ·
[
(−d) ◦ fA
]
(ξ)
= (
[
(−d) ◦ fA
]
· gA + fA ·
[
(−d) ◦ fA
]
)(ξ)
=
[
d∗(f) · gA + fA · d∗(g)
]
(ξ).
Comme ξ est quelconque, on de´duit que
d∗(fg) = d∗(f) · gA + fA · d∗(g).
Ainsi, d∗ est un champ de vecteurs sur MA.
On dit que le champ de vecteurs d∗ est le champ de vecteurs sur MA associe´
a` la de´rivation d de A.
On a les re´sultats suivants :
Proposition 19 Si d1, d2 , d sont trois de´rivations de A, a un e´le´ment de A
et θ : C∞(M) −→ C∞(M) un champ de vecteurs sur M , alors
[d∗1, d
∗
2] = [d1, d2]
∗ ;
(a · d)∗ = a · d∗ ;[
d∗, θA
]
= 0.
De´monstration: La de´monstration des deux premie`res assertions ne pre´sente
aucune difficulte´.
Pour la dernie`re assertion, lorsque f ∈ C∞(M) on a[
d∗, θA
]
(f) = (d˜∗ ◦ θA − θ˜A ◦ d∗)(f)
= (d˜∗ ◦ θA)(f)− (θ˜A ◦ d∗)(f)
= (d˜∗)
[
θA(f)
]
− (θ˜A) [d∗(f)]
= (d˜∗)([θ(f)]A)− (θ˜A) [d∗(f)]
= d∗ [θ(f)] + (θ˜A)
[
d ◦ fA
]
= (−d) ◦ [θ(f)]
A
+ (θ˜A)
[
d ◦ fA
]
.
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Compte tenu de la proposition 9, on a
(θ˜A)
[
d ◦ fA
]
= d ◦ θA(f).
Ainsi [
d∗, θA
]
(f) = (−d) ◦ [θ(f)]
A
+ (θ˜A)
[
d ◦ fA
]
= (−d) ◦ θA(f) + d ◦ θA(f)
= 0.
Comme f est quelconque, on de´duit que
[
d∗, θA
]
= 0.
3 A-formes diffe´rentielles
Un A-covecteur en ξ ∈ MA est une forme line´aire sur le A-module TξM
A.
L’ensemble, T ∗ξM
A, des A-covecteurs en ξ ∈ MA est un A-module libre de
dimension n et
T ∗MA =
⋃
ξ∈MA
T ∗ξM
A
est une A-varie´te´ de dimension 2n. L’ensemble, Λ1(MA, A), des sections diffe´rentiables
de T ∗MA est un C∞(MA, A)-module et on dit que Λ1(MA, A) est le C∞(MA, A)-
module des A-formes diffe´rentielles de degre´ 1.
Pour p ∈ N et pour ξ ∈MA, on note Lpalt(TξM
A, A) le A-module des formes
multiline´aires alterne´es de degre´ p sur le A-module TξM
A. On a e´videmment
L
0
alt(TξM
A, A) = A.
Comme dans le cas re´el, pour deux entiers p et q, on de´finit le produit exte´rieur
Λ : Lpalt(TξM
A, A)× Lqalt(TξM
A, A) −→ Lp+qalt (TξM
A, A), (α, β) 7−→ αΛβ.
L’ensemble
Ap(T ∗MA, A) =
⋃
ξ∈MA
L
p
alt(TξM
A, A)
est une A-varie´te´ de dimension n + Cpn. L’ensemble, Λ
p(MA, A), des sections
diffe´rentiables deAp(T ∗MA, A) est un C∞(MA, A)-module. On dit que Λp(MA, A)
est le C∞(MA, A)-module des A-formes diffe´rentielles de degre´ p surMA et que
Λ(MA, A) =
n⊕
p=0
Λp(MA, A)
est l’alge`bre des A-formes diffe´rentielles sur MA. L’alge`bre Λ(MA, A) des A-
formes diffe´rentielles sur MA est canoniquement isomorphe a` A ⊗ Λ(MA). On
a
Λ0(MA, A) = C∞(MA, A).
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The´ore`me 20 [1],[4]Si η est une A-forme diffe´rentielle de degre´ p sur MA,
alors il existe une A-forme diffe´rentielle de degre´ p et une seule
ηA : X(MA)× X(MA)× ...× X(M)A) −→ C∞(MA, A)
telle que , pour p champs de vecteurs θ1, θ2, ..., θp sur M et pour p fonctions
f1, f2, ..., fp sur M ,
ηA(fA1 · θ
A
1 , f
A
2 · θ
A
2 , ..., f
A
p θ
A
p ) = f
A
1 · f
A
2 · ... · f
A
p · [η(θ1, θ2, ..., θp)]
A
.
Lorsque η est une forme diffe´rentielle sur M , la A-forme diffe´rentielle ηA est
le prolongement a` MA de la forme diffe´rentielle η.
3.1 La dA- cohomologie
L’application
Λ(M) −→ Λ(MA, A), ω 7−→ ωA,
est un morphisme de R-alge`bres gradue´es.
Si
d : Λ(M) −→ Λ(M)
est l’ope´rateur de diffe´rentiation exte´rieure, en notant
dA : Λ(MA, A) −→ Λ(MA, A)
l’ope´rateur de cohomologie associe´ a` la repre´sentation
X(MA) −→ Der
[
C∞(MA, A)
]
, X 7−→ X˜ .
Proposition 21 L’application
dA : Λ(MA, A) −→ Λ(MA, A)
est A-line´aire et
dA(ωA) = (dω)A
pour tout ω ∈ Λ(M).
De´monstration: On ve´rifie que dA est A-line´aire. Si ω ∈ Λp(M), pour
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θ1, θ2, ..., θp+1 champs de vecteurs sur M , on a[
dA(ωA)
]
(θA1 , θ
A
2 , ..., θ
A
p+1)
=
p+1∑
i=1
(−1)i−1θ˜Ai
[
ωA(θA1 , θ
A
2 , ..., θ̂
A
i , ..., θ
A
p+1)
]
+
∑
1≤i<j≤p+1
(−1)i+j ωA(
[
θAi , θ
A
j
]
, θA1 , ..., θ̂
A
i ..., θ̂
A
j , ..., θ
A
p+1)
=
p+1∑
i=1
(−1)i−1θ˜Ai
[
(ω(θ1, θ2, ..., θ̂i, ..., θp+1))
A
]
+
∑
1≤i<j≤p+1
(−1)i+j (ω([θi, θj ] , θ1, ..., θ̂i ..., θ̂j , ..., θp+1))
A
=
p+1∑
i=1
(−1)i−1θAi
[
ω(θ1, θ2, ..., θ̂i, ..., θp+1)
]
+
∑
1≤i<j≤p+1
(−1)i+j (ω([θi, θj ] , θ1, ..., θ̂i ..., θ̂j , ..., θp+1))
A
=
p+1∑
i=1
(−1)i−1
(
θi
[
ω(θ1, θ2, ..., θ̂i, ..., θp+1)
])A
+
∑
1≤i<j≤p+1
(−1)i+j (ω([θi, θj ] , θ1, ..., θ̂i ..., θ̂j , ..., θp+1))
A
= (dω)A(θA1 , θ
A
2 , ..., θ
A
p+1)
= [(dω)(θ1, θ2, ..., θp+1)]
A
.
Compte tenu du the´ore`me 20, on de´duit que dA(ωA) = (dω)A.
L’application
A× Λ(M) −→ Λ(MA, A), (a, ω) 7−→ a · ωA
estR-biline´aire et induit un morphisme du complexe diffe´rentiel (A⊗Λ(M), idA⊗
d) dans le complexe diffe´rentiel (Λ(MA, A), dA).
On note HdR(M) la cohomologie de de Rham de la varie´te´ diffe´rentielle M
et H(MA, A) la cohomologie du complexe diffe´rentiel (Λ(MA, A), dA).
On dit que H(MA, A) est la dA-cohomologie sur la varie´te´ des points proches
MA. Les espaces A⊗HpdR(M
A) et Hp(MA, A) sont canoniquement isomorphes.
En particulier si la varie´te´MA est connexe, alors l’espace H0(MA, A) s’iden-
tifie canoniquement a` A.
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